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Riassunto. 

Vengono esposti alcuni recenti risultati sul calcolo funzionale H® per operatori settoriali 
e sulla R-limitatezza, con applicazioni alla regolarità massimale per equazioni differenziali 
lineari di tipo parabolico in spazi di Banach. 


Abstract. 

Some recent results are exposed on the H°° functional calculus for sectorial operators 
and on R-boundedness, with applications to maximal regularity for linear differential 
equations of parabolic type in Banach spaces. 

The H°® functional calculus for an N-tuple (T},..., Ty) of commuting sectorial operators 
isa map f f(T1,...,Ty) where f is an operator valued bounded holomorphic function 
of N variables defined (roughly speaking) on the product of the spectra of Ti,..., Ty, 
f(T,,...,Ty) is a densely defined closed linear operator, and the map looks very like 
an algebra homomorphism. Though in general f(71,...,Tyw) need not be a bounded 
operator, the case where f(T1,...,Tw) is bounded whenever f is bounded and scalar 
valued has important consequences. 

A family 7 of bounded linear operators on a Banach space X to a Banach space Y is said 
to be R-bounded if it satisfies an estimate of the type 


Sara, <c 5 |Dazl, 


DIA k=l e€{-1,1}N k=1 


for arbitrary N > 1,T1,...,Tw € T, x;,...,twn € X. This property, that is stronger 
than boundedness, has proved to be very useful in connection with problems of maximal 
regularity for abstract parabolic equations. 
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Negli ultimi anni il calcolo funzionale H°° per operatori settoriali e la R-limitatezza sono 
stati applicati da diversi autori allo studio della regolarità massimale per equazioni astratte 
di tipo parabolico. 


1 Calcolo funzionale H® per operatori settoriali 


Conveniamo che se 7 è un operatore lineare che agisce in uno spazio di Banach complesso, 
allora D(T), R(T), o(T) e p(T) denotano, rispettivamente, il dominio, il codominio, lo 
spettro, l’insieme risolvente di T. 

vB €]0,7[ poniamo Sg = {re!f; r > 0,-8 < 0 < #}. Se poi 8 = (A1,...,68N) € 


N 
]0,r[N, allora Se = I] Sg, 


gal 


1.1 Definizione. Sia T un operatore lineare nello spazio di Banach complesso X, e sia 
B €]0, 1[. Si dice che T è settoriale con angolo spettrale 8 se: 


(i) D(T) e R(T) sono densi in X; 
(ii) o(T) £ Ss; 
(iii) Ve €]0, 7 — B[ 3C. € R* tale che |JA(A — TI] < Ce VA € C\ Spse 
Dalla condizione (iii) segue che kerT N R(T) = {0}; perciò dalla condizione (i) si 
ottiene che ogni operatore settoriale è iniettivo. 
Viceversa, se X è riflessivo, allora le condizioni (ii) e (iii) della definizione 1.1 implicano 


che D(T) è denso in X, e che X = ker T@R(T), cosicché 7 ha codominio denso se e solo 
se è iniettivo. 


1.2 Definizione. Sia X uno spazio di Banach complesso, B €]0,r[N. Chiamiamo 
H(Sg,X) lo spazio vettoriale delle funzioni olomorfe da Sg a X; 
H®(Sg,X) lo spazio di Banach delle funzioni olomorfe e limitate da Sg a X, con la 


norma ||filxo := sup ||f(2)]|x; 
zESa 


H$°(Sg,X) lo spazio vettoriale delle funzioni olomorfe f : Sg + X che soddisfano la 
seguente condizione: 3C > 0, s > 0 tale che Vz = (z1,...,2w) € Sa 


el s 
If(a)llx < C II (min {[z;], |z;13}) . 


Si noti che se X = £(Y) (dove Y è uno spazio di Banach), allora le funzioni a valori 
scalari si possono identificare in modo naturale con le funzioni a valori in X sostituendo f 
con f(-) Iy. Inoltre in questo caso (o più in generale, se X è un’algebra di Banach) anche 
H®(Sg,X) è un’algebra di Banach, e H3°(S3,-X) è un ideale bilatero di H°(Sg,X). 
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Siano Ti, ..., Ty operatori settoriali in uno spazio di Banach complesso X, con angoli 
spettrali a1,...,@w. Supponiamo che i risolventi degli operatori T,..., Ty commutino, 
e chiamiamo 5 il commutatore dei loro risolventi. Allora B è una sottoalgebra chiusa 
di L(X). Se f € HS°(Ss, B), con 8 = (B1,...,B8n) e a; < B; < r allora l'operatore 
f(T1,..., TN) € B si definisce come segue. 

N 
Sia Y; €]a;,8;[. Poniamo DL = ]]T;, dove F; è la curva parametrizzata da t + 
j=1 
|t|eT® $8* per t € R \ {0}, e orientata in accordo con i valori crescenti di t (cioè in 
accordo con i valori decrescenti di /m 2). Se f € H$°(Ss,B), allora la funzione 2 + 
N 
f(2) II(z — T;)! è sommabile su T, e il suo integrale (che appartiene a 8) non dipende 
j=1 
dalla scelta dei valori angolari 7; € ]a;, 6;[. Perciò poniamo 


. | 
Î(T...Tw) = (2r)-" f.£() II) de 


Si prova che l’applicazione f + f(T1,...,Tw) è un omomortis1uo di algebre da H$°(Sg, B) 
a B. 


Sia Yy : (C\{-1})N + C la funzione definita da 


Notiamo che Yy € H$°(Ss, C), e si ha 


1.3 Lemma. DI 
Uy(T,...,Ty)= II7 (1 +T;). 
j=1 
Inoltre Uy(T,,...,Ty) è iniettivo e ha codominio denso. 


Allora si può estendere la definizione di f(T;,...,Tw) al caso di f € H°°(S5,B) (e 
in realtà, volendo, anche a uno spazio più grande) con il seguente accorgimento. Se 
f € H°(Ss, B), allora Vy f € H$°(S8, B). Perciò possiamo porre 


f(T, lr Tn) = Uy(T, ESA Tn) (Uyf)(T, ss” s TN). 


Questa definizione estende quella data sopra nel caso in cui f € H$°(5g, B), ma in generale 
f(T;,...,Tw) è un operatore chiuso, con dominio denso, ma non necessariamente limitato. 
Si può comunque dimostrare che: 


1.4 Lemma. Se f, g € H°(Sg, B), allora 
f(Tu,....Tn)+g(T1,...,Ty) @ (f+9)(T1,...;TNn) 


f(T;....Ty)g(T,...,Tn) C (fg)(T,..., Ty). 
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1.5 Lemma. Se Tn e Be f(2)= To Vz € Sg, allora f(Ti,...,Ty)= To. 


1.6 Definizione. Sia A una sottoalgebra chiusa di B. Diremo che (T;,...,Ty) ha calcolo 
funzionale H®°(Sg, A) limitato se f(Ti,...,Tyw) € L(X) Vf € H°(Sg, A). 


Si noti che questa definizione include il caso delle funzioni scalari, che si ottiene po- 
nendo A = {AIx; A € C}. 

Dal lemma 1.4 segue subito che se (Ti, ..., Ty) ha calcolo funzionale H°°(Sg, A) limi- 
tato, allora f + f(Ti,...,Tx) è un omomorfismo di algebre da H°°(Sg, A) a £(X). 


Il seguente risultato è di grande utilità, perché permette di dedurre la limitatezza del 
calcolo funzionale H°°(5;, A) da stime su funzioni appartenenti a H$°(Sg, A), per le quali 
esiste un’esplicita rappresentazione integrale di f(T1,...,Ty). 


1.7 Lemma. Sia A una sottoalgebra chiusa di B. Condizione necessaria e sufficiente 
affinché (T;,..., Ty) abbia calcolo funzionale H®(Sg, A) limitato è che 3C' € R+ tale che 
Vf € HS(Ss, A) |If(Ti,...,Tw)ll < C|lfl|o- In questo caso è anche ||f(T1,..., Ty) < 
C(8) Ilf|x Vf € H°(Sa, A). 


In certe situazioni è utile prendere in considerazione una situazione un po’ diversa. 
Per spiegare di che cosa si tratta, cominciamo con il dare alcune definizioni. 


1.8 Definizione. Va €]0, 5[ poniamo Da = (i.Sa) U (-iSa). 


La è quindi il “doppio settore” di semiampiezza a la cui bisettrice è l’asse immaginario. 
N 
Ovviamente, se a = (a1,..., N), allora La denota ][ Za,- 
k=1 


1.9 Definizione. Sia T un operatore lineare nello spazio di Banach complesso X, e sia 
a €]0, 5[. Si dice che T è bisettoriale con angolo spettrale a se: 


(i) D(T) e R(T) sono densi in X; 
(ii) 0(T) £ Da; 
(iii) Ve €]0, — a[ 3C: € RY tale che MA — T)I]] < Cs VA E C\Tase- 


Poiché La C Sat; è ovvio che un operatore bisettoriale con angolo spettrale a € ]0, 7[ 
è anche settoriale con angolo spettrale a+5. Tuttavia nel caso di un operatore bisettoriale 
si può definire f(7) anche quando f è olomorfa su Ls, con a < 6 < 7, e non necessaria- 
mente sull’intero settore Sz4s. Analogamente, se Ti, ...,Tyw sono operatori bisettoriali 
con risolventi che commutano, si può definire f(T1,...,Tw) quando f è olomorfa su Ls = 


II Ls,, se Vk 6 è maggiore dell’angolo spettrale ax dell’operatore bisettoriale Tx. 
k=1 

Per fare questo conveniamo che, nella situazione attuale, H(Za, X), H°(La, X) e 
H$°(Za, X) abbiano un significato analogo a quello del caso settoriale, v. la definizione 
1.2. Dopo di ciò definiamo dapprima f(Ti,...,Ty) quando f € H$°(Zs,B). Se n € 
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Jox, 6x[, chiamiamo Tx la curva parametrizzata da R \ {0} Dt+ [i]ecin sen! e poniamo 
Tx =TXU(-Tx), dove Tx is orientata, come nel caso settoriale, in accordo con i valori 
decrescenti di /m z, mentre —T, è orientata in accordo con i valori crescenti di Im z. 


N 
Ponendo l = ]] lx, definiamo 
k=1 


N 
f(Tx,...,Ty):= (2ri)-N kia TI (24 — Ta)! de. 


k=1 


È facile vedere che questo integrale è convergente (nella norma di £(X)), non dipende 
dalla scelta dei yx € ]ox, éx[, e che se f € H$°(5,,B), conn= (61+5,.-.:6v+53), questa 
definizione coincide con quella data sopra. Pertanto anche nel caso bisettoriale si può 
estendere la definizione di f(T1,...,Tw) alle funzioni f € H°(£, B) mediante la formula 


f(T naro Tn) = Uy(T, ida Ty) 1(Yf)(T, E Tn). 


I risultati noti nel caso settoriale (e tra questi i lemmi 1.4, 1.5, 1.7 enunciati sopra) si 
estendono, usualmente senza difficoltà, al caso bisettoriale. 


In [9] è dimostrato il 


1.10 Teorema. Se 1 < p < co, allora in IP(RN) gli operatori D., (1 < j < N) sono 
bisettoriali, e (D.,,..., Dzy) ha calcolo funzionale H°°(®s, C) limitato, V6 €]0, (N. 


2 Alcune osservazioni e commenti 


Il calcolo funzionale per operatori settoriali fa capo al lavoro [16], dove la teoria veniva 
sviluppata negli spazi di Hilbert. L'estensione al caso degli spazi di Banach si trova in [6]. 
In questi due lavori si parla di calcolo funzionale per un singolo operatore, con funzioni 
olomorfe a valori complessi. L'estensione al caso del calcolo funzionale congiunto per due 
operatori forma l’oggetto dei lavori [1, 15). 


2.1 Se una N-pla ordinata di operatori settoriali (T1,..., Ty), con risolventi che com- 
mutano, ammette calcolo funzionale H°°(53, A) limitato (v. la definizione 1.6 per la 
notazione), e se é €]0, [N è tale che 6. > fx Vk, allora (T1,...,Tw) ha anche calcolo 


funzionale H°°(S5, A) limitato: infatti se f € H°(Ss, A), allora f(T;,...,T,) (nel senso 
di H°°(Ss,.A)) coincide con g(Ti,...,Tw) (nel senso di H®(Sg, A)) quando 9g = fls;: 
Perciò il calcolo funzionale limitato è tanto più “interessante”, quanto più sono piccoli i 
settori sui quali viene definito. Questo vale anche per il caso bisettoriale, con le modifiche 


ovvie. [ol 
2.2 Indipendentemente dal fatto che (T1, ..., Ty) ammetta o meno calcolo funzionale 7° 
limitato su qualche prodotto cartesiano di (bi)settori, f(T1,..., Ty) si può definire (senza 


pretenderne la limitatezza, in generale) anche per un’algebra di funzioni più grande di 
H°. Nelle condizioni della definizione 1.6 (e considerazioni analoghe valgono nel caso 
bisettoriale) denotiamo con 7(Sg, A) l’algebra delle funzioni olomorfe f : Ss > A 
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che Piano la seguente condizione: esistono C, s > 0 tali che Vz € Sg || fall < 


Cc Il (max {Iz;l, [IT RE, Si tratta, almeno nel caso N = 1, delle funzioni la cui norma 


al più diverge polinomialmente in 0 e all’infinito. Se f € F(5g, A), s è come sopra, e k è 
un intero maggiore di s, allora Vi, f € H$°, e quindi si può definire (UT f)(T1,..., Tv). 


Per di più W(Ti,...,Tw)-* (Và f)(T1,..., TN) è un operatore chiuso con dominio denso 
e non dipende dall'intero k>s. Ciò Sei di definire f(Ti,...,7y) anche in questo 
caso. | 


2.3 Si noti che per qualunque # € ]0, r[, tra le funzioni appartenenti a 7(5g, C) ci sono le 
poterize z + 2° con a € C. Pertanto le potenze con esponente complesso di un operatore - 
settoriale si possono definire mediante il calcolo funzionale. Si ha inoltre che la funzione 
z+ 2% è limitata su Sg se e solo se Rea = 0. Perciò l’esistenza per un operatore settoriale 
T del calcolo funzionale H°°(5g, C) limitato implica che T' appartiene alla classe BIP(/), 
cioè che T ha potenze immaginarie limitate con |[T*|| < C'eflal. Pe. 


2.4 In [8] è stato dimostrato che se in uno spazio di Banach con la proprietà UMD A 
e B sono operatori settoriali con risolventi che commutano e con 0 € p(A) N p(B), e se 
A € BIP(04), B € BIP(95), con 94 +98 < rr, allora 0 € p(A+ B). Se, come in [11, 17], 
si elimina l’ipotesi che 0 € p(A) N p(B), allora si prova che A + B è, sul suo dominio 
naturale D(A) N D(B), un operatore chiuso. Tutto ciò si applica alla regolarità massimale 
in L?(0, T; E) della soluzione del problema di Cauchy 


(2.5) e 


quando 1 < p < 00, E è uno spazio di Banach UMD, e A € BIP(0), con 9 < 3. L’ap- 
plicazione richiede il fatto (provato in [8]) che se E ha la proprietà UMD e 1 < p < 00, 
allora l'operatore di derivazione con dominio {u € W?(0, T; E); u(0) = 0} appartiene 
alla classe BIP(5 + £) Ve > 0. 

In ogni modo, tornando al problema operatoriale, quello che tecnicamente occorre di- 
mostrare è che valgono stime del tipo || Au|] < C||Au + Bu]| e ||Bull < ||Au + Bull. 
Questo spiega l'interesse per il calcolo funzionale congiunto di una coppia di operatori 
settoriali che commutino: infatti se A e B sono operatori settoriali con angoli spettrali 04 
e 88 tali che 94 +98 < ©, scegliendo e in modo che 041 +98 + 2e < 7, Su Sg,+e X Sog4e 


le funzioni (w, 2) + f(w,2) := 


z sa 
e (w,z) > g(w,z) = sono olomorfe e limi- 
zi z 


tate; e dalla limitatezza di f(A, B) e g(A, B) si possono dedurre le stime suddette, perché 
f(A, B)(A+ B) C Ae g(A, B)(A+ B) C B. | 


2.6 In relazione al tipo di problemi esposti qui sopra, nei lavori [1, 15] si è data la 
seguente definizione: si dice che uno spazio di Banach complesso X ha la proprietà del 
calcolo funzionale congiunto se comunque dati due operatori settoriali A e B in X i cui 
risolventi commutino, e che abbiano calcolo funzionale 7 limitato su settori Sg, e Seg, 
la coppia (A,B) ha calcolo funzionale H® limitato su Sg,+e X Sag+e, VE > 0. In [1] è 
provato che ogni spazio del tipo L°(0) con 1 < q < 00 ha questa proprietà; in [15] la 
stessa proprietà viene dimostrata per una classe un po’ più ampia di spazi di Banach, 
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caratterizzati da un proprietà geometrica riguardante un certo tipo di comportamento 
delle funzioni di Rademacher. m 


2.7 Un altro modo di affrontare il problema della regolarità massimale per l'equazione 
Au + Bu = f, è quello di cercare di dimostrare la limitatezza dell'operatore h(A), dove 
h(z) = 2(2+ B)!. Questo pone il problema di provare, anche in casi concreti, l’esistenza 
del calcolo funzionale 7° limitato quando la funzione olomorfa è a valori operatoriali. 
Quando, per esempio, X = L?(R"), per dimostrare la stima ||f(Ti,..., Tw)ll < CIlflo 
per f € H$°(Ss,B) possono essere utili teoremi di moltiplicatori. Conseguentemente 
ci si aspetta che il “caso vettoriale” (cioè quello in cui f € H$°(Ss, B)) sia molto più 
difficile del “caso scalare” (f € H$°(Sg,C)), perché nel primo caso bisogna ricorrere a 
moltiplicatori a valori operatoriali, invece che moltiplicatori scalari. Utilizzando il concetto 
di R-limitatezza, in [14] si è provato un interessante risultato che mette in relazione 
l’esistenza del calcolo funzionale “scalare” con quello “operatoriale” (v. sotto). ta 


2.8 In uno spazio di Hilbert, l’esistenza del calcolo funzionale H°° è, per un operatore 
settoriale, equivalente alla limitatezza delle potenze immaginarie (v. [16]). Peraltro in 
[8] è provato che in uno spazio di Hilbert, per ottenere che A + B sia chiuso è sufficiente 
chiedere che uno dei due operatori abbia potenze immaginarie limitate e che l’altro sia 
solo un operatore settoriale (beninteso, occorre una condizione di compatibilità analoga a 
04+9g < ©, e che in questo caso riguarderà la somma tra l’angolo spettrale di un operatore 
e il coefficiente esponenziale di crescita delle potenze immaginarie dell’altro, invece della 
somma dei due angoli spettrali). A questo punto si può formulare la seguente congettura: 
se in uno spazio di Banach con la proprietà UMD A e B sono operatori settoriali con i 
risolventi che commutano, se A ha calcolo funzionale H°®° limitato sul settore Sg,, se 88 
è l'angolo spettrale di B, e se 04 + 98 < 7, allora A + B è chiuso. A proposito di questa 
congettura c’è da dire quanto segue. 


(i) Se E è uno spazio di Banach UMD e 1 < p < 00, allora si può dimostrare (v. [12]) che 
nello spazio L?(0, T; E) l'operatore u + v’, con dominio {u € W!P(0,T; E); u(0) = 
0} ha calcolo funzionale H® limitato su Sx. Ve €]0,5[; d’altra parte, se —A è il 
generatore infinitesimale di un semigruppo analitico di classe Co in E, allora, per 
un opportuno w € R, l’operatoreu (A+wI)u= Au+ wu è settoriale con angolo 
spettrale < 5 nello spazio LP?(0,T; E). Pertanto se la congettura fosse vera, ne 
seguirebbe che in uno spazio di Banach UMD la soluzione del problema di Cauchy 
(2.5) ha regolarità massimale non appena —A e il generatore infinitesimale di un 


semigruppo analitico. 


(ii) La congettura è falsa: in un recente lavoro [13] è stato dimostrato che in ogni reticolo 
di Banach separabile che non sia isomorfo a uno spazio di Hilbert (per esempio in 
IP(Q) con 1 < p< 0 e p # 2) esiste un generatore infinitesimale di semigruppo 
analitico per il quale la soluzione del problema (2.5) non ha la proprietà di regolarità 
massimale. 


(iii) La congettura non è poi tanto lontana dal vero; infatti diventa vera (v. [14]) se si 
sostituisce l'ipotesi che B sia settoriale con l’ipotesi che B sia R-settoriale; questo 
significa richiedere che fuori di un settore l’insieme degli operatori del tipo B(2—B)! 
sia R-limitato in £(X) invece che (solamente) limitato. ss] 
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È quindi il caso di occuparsi della R-limitatezza. 


3 R-limitatezza 


La proprietà di R-limitatezza di una famiglia di operatori limitati compare, senza ricevere 
esplicitamente un nome, già in [3]. Più tardi è stata esplicitamente introdotta in [2]; 
risultati sulla R-limitatezza si possono trovare in [4, 20]. 


3.1 Definizione. Siano X e Y spazi di Banach, T C L(X,Y). Diremo che T è R- 
limitato se 3C' > 0 tale che comunque assegnati un intero positivo N, Ti,...,Tyn€T e 
Ci; .:; TN E X si ha 


|Danalsc D |a, 
k=1 


ee{- Zu k=l e€{-1,1}N 


Notiamo che se X è uno spazio di Banach e f : {-1,1}N — X è una funzione arbi- 

traria, alora YO f() = ‘“D / f(r1(t) ry(t)) dt, dove rx è la k-esima funzione 
e€{--1,1}N 

di Rademacher; pertanto, a causa dell’estensione (dovuta a Kahane) al caso di funzioni 

con valori in uno spazio di Banach della disuguaglianza di Khinchin per le funzioni di 


Rademacher (v. [7]), la disuguaglianza che appare nella definizione 3.1 si può riscrivere 
come 


3) (L [Sanah)"<c( 2 |Daal)” 0>n 
ee{-1,1}N k=l ee{-1,1}N  k=l 


La migliore costante C, che si può porre in (3.2) (rispetto a tutte le possibili scelte di 
N, Ti,...,TN, X1,...,tN) verrà denotata con R,(7). 


3.3 Osservazioni. 


(a) Se in (3.2) si pone N = 1 si ottiene subito che VT € T ||T|lcx,y) £ Cp. Pertanto ogni 
insieme R-limitato 7 è anche limitato (nella norma di L(X,Y)) e sup [[T|lcax,r) £ 
TeT 


inf Cp. 


p2l 


(b) Non conosco esempi di sottoinsiemi limitati e non R-limitati di £(X,Y). La loro 
esistenza, tuttavia, si può dedurre dai punti (ii) e (iii) dell’osservazione 2.8. 


(c) Se X è uno spazio di Hilbert, si può provare che 
> | La zi =2" D Nice]? 
€E{-1 2 k=1 


e da qui segue che se X e Y è uno spazio di Hilbert, e T è un sottoinsieme limitato 
di £(X, Y), allora T è R-limitato, e R32(7) = sup IT]leaxy)- Di 
€ 
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Gli enunciati dei seguenti tre teoremi forniscono altrettanti esempi di famiglie R- 
limitate di operatori. 


3.4 Teorema (principio di contrazione, di KAHANE, v. [7]). Sia X uno spazio di Banach 
su K, M € R+. Allora {AIx; A € K, |A] < M} è un sottoinsieme R-limitato di L(X), e 


Vp € [1,00[ si ha Rp({Alx; A € K, JA < M}) <2M (e, anzi, < M seK=R). 


3.5 Teorema (v. [19]). Sia (Wi):er una famiglia di funzioni appartenenti a L*(R); Vi € I 
si supponga che la trasformata di Fourier Fy; appartenga a Wii (R\{0}) e che la funzione 
tHW>t(Fw;)'(t) appartenga a L®°. Supponiamo inoltre che 


sup max {||Fdillz=, I (FU (Olle}=n< 


Sia X uno spazio di Banach UMD, 1 < p < co, e Wi € I sia T; : L’(R,X) — LP(R, X) 
l’operatore definito da T;f = w; * f. Allora {T;; i € I} è un sottoinsieme R-limitato di 
L(IP(R,X)), e Ro({T: i € 1}) < C(p,X)mn (dove C(p,X) è una costante che dipende 
solo da p e X). 


3.6 Teorema (v. [9])). Sia M € R+ e sia K la famiglia delle funzioni misurabili 
K : R* x R* + C che soddisfano la condizione 


«ess sup (t + s) |K(t,5)| < M. 
t,seRt 


Sia 1 < p < 00, sia X uno spazio di Banach eVWK € K sia Tx l’operatore definito 
formalmente su LP(R*,X) da (Txf)(t) = i K(t,s)f(s)ds. Allora {Tx; KE K} è în 
realtà un sottoinsieme R-limitato di L(LP(R+,X)), e Ro({T: Ke K}) < DT 


Alcune operazioni su famiglie di operatori conservano la R-limitatezza. Per esempio, 
se T' e T” sono famigli R-limitate di operatori, allora la loro somma 


T° +T" pe {T' +T". (TT) = q° Xx e 
e la loro unione 7” U 7” sono ancora R-limitate, e inoltre, Vp € [1,00[, sia Rp(77 +7”) 
che Rp(7' U T”) sono < Rp(7)+Rp(7"). 


Se T C (X,Y) e S C £(Y, Z) sono famiglie R-limitate di operatori, allora lo è anche 
U := {ST;SES,TET}e RU) < R(S)Rp(T). 


Un po’ più interessanti sono i seguenti risultati: 


3.7 Teorema. Se T è un sottoinsieme R-limitato di L(X,Y), allora anche (T) (la 
chiusura, nella topologia operatoriale debole, dell’involucro convesso di T) è R-limitato e 


Rp((1)°) = Ro(7). 
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3.8 Teorema. Sia (Tn;i)(ni)enx1 una famiglia di elementi di L(X,Y) tale che Yn € N 

(Tni)ie1 sia R-limitata e che Vi € I la successione (T,,i)neN sia convergente nella topologia 

forte di L(X,Y) a un operatore T;. Sia p> 1. Supponiamo che sup Rp((Tr.i)iey) =: M < 
neN 


co. Allora (T;)ier è una famiglia R-limitata e Rp((Ti)ie) < M. 


3.9 Corollario. Sia (T1;i)(ni)enx1 una famiglia di elementi di L(X,Y) tale che Yn e N 


(Tni)iei sia R-limitata e che Vi € I la serie } Ti sia convergente nella topologia forte 
n=0 


[c.el 
di L(X,Y) a un operatore T;. Sia p > 1. Supponiamo che bw Rp((Thrilier) =: M < co. 
i n=0 
Allora (T;)ier è una famiglia R-limitata e R((T;)iel) < M. 


È evidente che il teorema 3.7 si può utilizzare per provare la R-limitatezza di una 
famiglia di operatori del tipo f F(t, s) ds; peraltro il corollario 3.9 può venire usato per 
provare che se I è un aperto di C, F: 02 + £(X,Y) è olomorfa e K CC A, allora F(K) 
è una famiglia R-limitata di operatori. 


Conservano la R-limitatezza anche i seguenti due operatori “di sovrapposizione” qui 
sotto descritti. E inteso che X e Y sono spazi di Banach, e che p € [1, 00[. 


(a) Sia (9, 4) uno spazio con misura. Se T € £(X, Y), allora per ogni funzione misurabile 
fia X si può definire Tf : N > Y mediante la formula T f=Tof. È facile 
vedere che T è un operatore lineare continuo da L?(9, X) a IP(Q,Y), e che |[T]| < 
||[T|. Per di più, se 7 è un sottoinsieme R-limitato di £L(X,Y), e T := a TE T}, 
allora T è un sottoinsieme R-limitato di C(LP(4, X), IP(u,Y)) e Rp(T) < Ro(T). 


(b) Per k = 1, 2 sia (O, x) uno spazio con misura c-finita, e sia (9, 4) lo spazio con 
misura prodotto. Se T € L(LP(u2, X), L?(u9, Y)), si può definire l’operatore T' su 
IP(u, X) mediante la formula 


(TS) (w1, 69) = (T(f(@1,-))) (ws). 


È facile provare che T € L(LP(4, X), LP(4, Y)), con IIT]| < ||T]|. Inoltre, se 7 è un 
sottoinsieme R-limitato di £L(X,Y), e se T := {T; Te T}, allora T è R-limitato e 
Ro(1) <Rp(7). 


4 R-limitatezza e regolarità massimale 


La R-limitatezza è stata applicata con successo per ottenere teoremi di moltiplicatori 
operatoriali. È noto dalla metà degli anni ’80 che vale una variante del teorema dei molti- 
plicatori di Mihlin per funzioni in L?(RN, X) (con 1 < p< 00) se X ha la proprietà UMD: 
in questo caso il moltiplicatore s'intende essere una funzione scalare. L’interesse di avere 
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teoremi analoghi quando il moltiplicatore prende valori operatoriali si può comprendere 
dal ragionamento che segue. 

Se u è la soluzione mild del problema di Cauchy (2.5), allora almeno formalmente (ma 
in realtà effettivamente se f è abbastanza regolare) si ha (assumendo che A sia settoriale 
con angolo spettrale < 7) 


Au(t) = fA exp(—(t — s)A) f(s) ds 


e quindi (continuando a procedere in modo formale, e denotando con 7 la trasformazione 
di Fourier) 
FNu(T) = A(iT+A)(Ff)(7). 


Perciò si può ottenere la regolarità massimale della soluzione se si prova che la funzione 
TH G(r) = A(it+A)" è un moltiplicatore in L?(R, X). Si osservi, a questo proposito, 
che G è limitata, e così è anche Tr + 7 G'(7) = —iTA(it + A)??: in altri temrini sono 
soddisfatte le condizioni che per una funzione scalare assicurano che essa è un moltiplica- 
tore di Fourier in LP(R, X) se X ha la proprietà UMD e 1 < p < co. Tuttavia del caso 
dei moltiplicatori operatoriali non si sapeva praticamente nulla fino a pochissimo tempo 
fa. La R-limitatezza ha permesso di ottenere risultati in questa direzione. I seguenti due 
teoremi sono stati dimostrati da L. Weis in [20]; il primo di essi è stato anche generalizzato 
in [18] a caso delle funzioni di più variabili. 


4.1 Teorema. Siano X e Y spazi di Banach con la proprietà UMD e siaM :R+ 
L(X,Y) una funzione derivabile. Supponiamo che {M(t); t e R} e {t M'(t); t € R} siano 
sottoinsiemi R-limitati di L(X,Y). Allora vp €]1,00[ M è un moltiplicatore di Fourier 
da IP(R, X) a LP(R,Y}). 


4.2 Teorema. Se X è uno spazio di Banach con la proprietà UMD, p €]l,00[, e A 


n 


è un operatore settoriale che agisce in X e ha angolo spettrale < 5, allora la soluzione 
del problema (2.5) ha la proprietà di regolarità massimale in LP se e solo se l’insieme 
{A(it — A); t e R\{0}} è R-limitato. 


Il teorema 4.2 suggerisce la seguente definizione. 


4.3 Definizione. Un operatore lineare T che agisce in uno spazio di Banach complesso 
X si dice essere R-settoriale con angolo R-spettrale 8 € ]0, 7 se: 


(i) D(A) e R(A) sono densi în X 
(ii) o(A) E Sg 


(iii) ve €]0, 7 — B[ l'insieme {T(z — T)!; 2 € C\ Sg+e} è R-limitato. 


È ovvio che ogni operatore R-settoriale è settoriale; d’altra parte si ha 


4.4 Teorema (v. [5]). Ogni operatore settoriale con potenze immaginarie limitate è 
R-settoriale. 
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Diamo ora l’enunciato di alcuni risultati provati da N.J. Kalton e L. Weis in [14], ai 
quali si è fatto allusione nelle osservazioni 2.7 e 2.8. 


4.5 Teorema. Sia X uno spazio di Banach complesso con la proprietà UMD. Siano 
A e B operatori che agiscono în X e i cui risolventi commutano. Si supponga che A 
sta settoriale abbia calcolo funzionale H®°(Sg,,C) limitato, e che B sia R-settoriale con 
angolo R-spettrale 0g. Se BA +08 <q, allora A+ B è chiuso. 


4.6 Corollario. Sia X uno spazio di Banach complesso con la proprietà UMD e p € 
]l,00[. Se A è un operatore R-settoriale in X, con angolo R-spettrale < 5, allora la 
soluzione del problema 2.5 ha la proprietà di regolarità massimale in IP. 


4.7 Teorema. Sia T è un operatore settoriale nello spazio di Banach X, e sia A una 
sottoalgebra chiusa del commutatore dei risolventi di T in L(X). Si supponga che T abbia 
calcolo funzionale H°°(Sg, C) limitato, e sia f : Zg + A una funzione olomorfa il cui 
codominio sia R-limitato. Allora f(T) € L(X). 


Il teorema 4.7 si può generalizzare come segue (la dimostrazione si può trovare in [10], 
dove si vede che vale anche l’analogo risultato nel caso bisettoriale). 


4.8 Teorema. Sia X uno spazio di Banach complesso e siano T,,...,Tyw operatori set- 
toriali che agiscono în X e i cui risolventi commutano. Sia A una sottoalgebra chiusa 
del commutatore dei risolventi di T;,...,Tyw. Sì supponga che (T,...,Ty) abbia calcolo 
funzionale H®(Sg,C) limitato (con 8 €]0,7[N) e sia f : Sa + A una funzione olomorfa 
il cui codominio sia R-limitato. Allora f(T1,...,Tw) € L(X). Inoltre esiste una costante 
C (indipendente da f) tale che ||f(Ti,...,Tw)|| < CR2(f(S6)). 


Il caso bisettoriale del teorema 4.8 è stato utilizato in [9] per dimostrare la limi- 
tatezza del calcolo funzionale H® per la realizzazione in LP? (1 < p < cc), rispetto a 
condizioni al contorno generali, di un operatore ellittico di ordine arbitrario su un semi- 
spazio; l'operatore ha coefficienti costanti ed è di tipo principale. 
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